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Taylorpolynome

Brook Taylor war ein englischer Mathematiker und lebte von 1685 bis 1731.
Ihm gelang es, ,relativ beliebige" Funktionen durch die nach ihm benann-
ten Polynome beliebig genau zu approximieren, d.h. néaherungsweise dar-
zustellen:

f(x) = B(x) + Rp(x)

Dabei ist P, ein Polynom n-ten Grades und R, eine Funktion (lblicherweise
kein Polynom, denn ansonsten ware f selbst ein Polynom), welche die Diffe-
renz zwischen f und P, darstellt.

Die obige Gleichung ist trivialerweise immer richtig. Sinn macht sie aller-
dings nur, wenn das sog. Restglied R, betragsmaBig maglichst klein ist (an-
sonsten ware P, keine Naherungsfunktion fir f ).

Warum sollte man Uberhaupt eine Funktion f durch ein Polynom annahern?
Dafiir gibt es mehrere gute Griinde:

e Es gibt grundlegende Funktionen (z.B. Exponential-, Logarithmus-
oder trigonometrische Funktionen), deren Werte man praktikabel nur
mit Naherungspolynomen berechnen kann. Jeder Taschenrechner
macht das.

e Mit Hilfe von Taylorpolynomen lassen sich einige mathematische
Konstanten wie etwa die Kreiszahl n oder die Eulersche Zahl e auf
beliebig viele Nachkommastellen genau berechnen.

e Manchmal reicht die Genauigkeit eines 12-stelligen Taschenrechners
nicht aus, um sehr kleine Differenzen von Funktionswerten zu ermit-
teln. Beispiel: V1 +3-10-13 —v1+2-10-133  Da helfen Taylorpo-
lynome.

e Mit Hilfe von Taylorpolynomen lasst sich sehr einfach der Zusam-
menhang zwischen Sinus-, Cosinus-, Exponentialfunktion und kom-
plexen Zahlen herstellen.




Bestatige durch Rechnung zumindest die Korrektheit der ersten angegebe-
nen Glieder der Taylorreihen!

3

2
fOO=Vitx=1+>-2+TF - firlx|<1

fOO=Vi-x=1->-"-T—- firlx|<1
1 x , 3x% 5x3 ..
f(x)_«/m_l_E-I_T_?im fur |x| <1
fOo) =tanx =1+-x3+=x5+- fir|x| <2
3 15 2
Weitere Aufgaben:

1. Gegeben sei eine Funktion f durch f(x) = V1 + x
Entwickle f in ein Taylorpolynom zweiten Grades mit Restglied!

Berechne damit einen N&herungswert fir V17 = V16 +1 = 4 - /1 + i

und gib mit Hilfe des Restgliedes ein Intervall an, in dem sich mit Sicher-
heit der exakte Wert befinden muss!

2. Berechne die zu Beginn erwdhnte Differenz
V1+3-10"13 —+v1+2-10-13 auf mehrere gliltige Ziffern genau!

3. Laut Einsteins Relativitatstheorie vergeht flir einen sich mit der Ge-
schwindigkeit v bewegenden Menschen weniger Zeit At als fir einen da-

zu ruhenden Beobachter At . Genauer gilt: At = Aty - /1 — ':—z

Ein Hochleistungssportler lauft 100m in einer (fir die ruhenden Zu-
schauer) Zeit von Aty = 10s . Berechne ndherungsweise, um wie viel der
Sportler nach diesem Lauf weniger gealtert ist als die Zuschauer!

15



Anwendungsbeispiele

Fourier-Analyse einer (periodisch fortgesetzten) Rechtecksfunktion

1 fuir0<x<m
-1 firmr<x<2m

Essei f(x) = {

21 21
a0=%-]f(x)-cos(O-x)dx=%-jf(x)dx=0
0 0

Obiges folgt durch bloBes Betrachten (der Integralflache) des Graphen von
f. AuBerdem ist der Mittelwert ebenfalls Null.

Fir n>0 folgt weiter:

a, = % . f f(x) - cos(nx) dx
0

2T

-jl-cos(nx) dx+%-J (—1) - cos(nx) dx
0

A

SRR

171 T 1071 2
. [— -sin(nx)| ——- [— . sm(nx)]
n o T In -

™
1 1
—(0-0)~—-(0-0)

=0
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3. Gegeben sei eine (periodisch fortgesetzte) sog. Sdgezahnfunktion durch
ix)=x fur -n<x<n

Diese Funktion ist punktsymmetrisch. Es kommen also nur Sinusterme in
Betracht.
Zeige, dass

i(x)=2 [sin(x) — %sin(Zx) + isin(3x) — isin(4x) + ]

4. Gegeben sei die Sinusbetragsfunktion k durch k(x) = |[sin(x)|
y

Diese Funktion ist achsensymmetrisch. Es kommen also nur Cosinus-
terme in Betracht.

Zeige, dass
4 1 1 1
k(x) = - [1 — 15 €08(2x) — ;- cos(4x) — - cos(6x) — ]
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Ubungsaufgaben

A unn A~ W

a) 22 =2i b) 2% = 3 - 4i c) z2 = -21 + 20i
7.a) 22+ 10z+34=0 b) Z2-6z+12=0
c) Z2+4iz-13 =0 d) iz2+6z-25i=0
Losungen
1. a) 2 b) -1-i c) 0 d) 2i
7 11 . .
2. a) 05-05 b) __E C) 1—70+1—70L d) 2
3. ——+—
23 37 .
4 -Gt
37.
'5' 13 13

. Stelle in der Form a + bi dar (Hinweis: %z ﬁ =—i):

a) i—- b) i - c) (i+7)? d) @°
. Berechne z* fir

a) z=1+i b)z =3 + 4i c) z=(1-4)B+1i)
. Berechne % Hinweis: Erweitere mit (2+5i).
.Berechne i-z+z! fir z=3 + 2i
. Berechne z +£ fir z=-2+3i
. Berechne die komplexen Zahlen z.

_ i14)2

Anleitung: Setze z = x + y-i . Durch Koeffizientenvergleich entstehen
dann zwei reelle (evtl. auch quadratische) Gleichungen aus der einen

komplexen Gleichung.
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9. Lose durch Substitution

a) Z'-1+i)Z+i=0, by -1 +i)Z+i=0,
c) Z+(1 +i)Z2+i=0, d) 2+@Q+)2+i=0

1. Berechne die 6-ten Einheitswurzeln: z° = 1

2.3) 22 =24+70i >z =7+5i, z,=-7-5i
b) 2+ (2+)z-1-5i=0 =z =1+i, z,=-3-2i
c) z2=1++3"i
2o=VZ e = VB +3V2 i, z=—V2-e'T =—1V6—3V2-i
d) z2=1-+3-i
z2o=V2 e = —IVB+ V2 i, z =2 €T =16 -1V2-i

2

3.8)22 —2z242=0
21 2

1 ;% 1 37

Z=ge =31 z; =3e"2 = —-3i
3 Z
b m==
z1=1+V2-i ~+/3:%%5 Z,=1—+2i ~+/3-e 0955
c) 2 =5-12i
z1=3-21 = 13¢70:5881 Z, = =342 = 132554
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Beispiele:
R u —u?
1.Essei f(w) = 2u3 Dann ist
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sin(t)
2. Ein Kdrper bewege sich mit der Geschwindigkeit v(t) = (cos(t)) durch
5
den Raum. Dann folgt:

sin(t) —cos(t)
7(t) = [B()dt = <cos(t)> dt = < sin(t) ) +c

5 5t
Dies stellt eine Schraubenlinie (parallel zur z-Achse) dar.

, —cos(t\ 17" -1 -1 0
fonﬁ(t)dt=[<sin(t)>] =<0)—<0>:<0>
st /1, \1on/ \o 107

Hieran erkennt man, dass die Ganghohe obiger Schraubenlinie 107
betragt.

Die Bogenlange einer Windung hingegen berechnet sich zu
fOZ” 7(0)|dt = fOZ” |3(6)|dt = fOZ"\/sinZ(t) + cos2(t) + 25dt =26 2n
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2 X X
3.a) ¥(x,y,2) = (0) b) v(x,y,2z) = (0) c) v(x,y,z)= <y>

0 0 0
4 ¥
SE amel g
—_— 4= —» — |+ —> — TN,
% B
rot =0 rot =0 rot5 =0
y 4+y 0
d) v(x,y,2) = (—x) e)v(x,y z) = (4 — x) f) v(x,y,2) = <5 - (x— 2)2>
0 0 0
1)" ‘\/ YLT 1.
7N 77\ il
N, b R
i N RIRE
\ / \ / )(} L x=

0 0 0
rotv=| 0 rotv=|_ 0 rotv = 0
-2 -2 —2(x—2)

Die Beispiele d) und e) verdeutlichen, dass rot v nur die Richtung der Rota-
tionsachse angibt.

Das Beispiel f) stellt ein mogliches Geschwindigkeitsfeld flir einen 4m brei-
ten Fluss dar. In der Flussmitte ist die Geschwindigkeit am gréBten.
Obwohl die Feldlinien nicht gekriimmt sind, gibt es eine Rotation:
Eine winzig kleine Miihle wirde sich (fast) Gberall drehen.

Aufgaben:
Alle angegebenen Funktionen seien sog. physikalische Funktionen.
xz3
1.Es sei #(x,y,z) =| —2x%yz |. Bestimme rot % im Punkt P(1; -1; 1) !
2yz*
2xz?
2.Essei v(x,y,2z) = (—yz), P(1; 1; 1) Bestimme jeweils im Punkt P:
3xz3

a) rotv, b)rot(rotv), ) div(rotv)
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